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Wiederholung

Komplexe Zahlen

» Harmonischer Oszillator
» DGL

Getrieben

» Gedampft
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HSD
Komplexe Zahlen

Im‘

Fulersche Formel l
e"? = cosw + isin

e'’=cos ¢ +ising

SIn @
Komplexe Schwingung
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e'“' = coswt + 1 sin wt 0005(0/1 Re
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HSD
Schwingung
1
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HSD
Der harmonische Oszillator

» Ein Ostzillator ist ein schwingfahiges

System. F = _k .

* Es ist harmonisch, wenn die
Ruckstellkraft linear zur Auslenkung ist. L
- Die mathematische Beschreibung des :l?(t) + Ex(t) =

Verhaltens und Ablaufs ist eine
Differentialgleichung.

- Eine Losung erflllt die DGL und r(t) = A - cos(want
beschreibt die Ortskurve des ( ) ( 0 ™ Sp)
Oszillators.

- Die Ableitungen beschreiben die U(t) - gj(t)
Geschwindigkert und die -

Beschleunigung des Oszillators. a(t) — Qf(t)
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HSD
L Osungsverfahren
Fine Losung raten: z(t) = A - coswot
Ableitung bilden: z(t) = —A - wo sinwopt

—wg - A - coswot

0

~=:
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~
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Finsetzen In die Differentialgleichung:

et + () = (ﬁ _ wg) w(t) £ 0

m i

k 2

:>_:w0
T
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HSD
Schwingungsfrequenz

* Je grol3er die Federkonstante
desto hoher die

Schwingungsfrequenz 1.
2
» Je orof3er die Masse desto — g
kleiner die
Schwingungsfrequenz
* In der Losung steht eine 2m

Kreisfrequenz und keine
-requenz, well das Argument
des Kosinus im Bogenmal3 ist.
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HSD
/ertliches Vernalten der Energie

Schwingung: E = —kA2

x(t) = A - coswyt

Potentielle Energie: / . '
1

Bty = 5!@42 . cos® wot

Kinetische Energie:

1
Frin, = 51@42 . sin? wyt

Prof. Dr. Alexander Braun // Physik fir KIT //WS 2016 /2017



Hochschule Diisseldo rf
University of Applied Sciences 1 2. Jaﬂual” 2017

Prof. Dr. Alexander Braun // Physik far KIT //WS 2016 /2017


http://de.wikipedia.org/wiki/Schwingung
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HSD
Getriebener harmonischer Oszillator

» Die Kurve zeigt ein scharfes
Maximum bel der
Resonanzfrequenz Resonanzkurve

- FUr kleine Frequenzen geht
die Amplitude gegen die
statische Auslenkung:

fo _ Fo /\

mwg k. N

» FUr grof3e Frequenzen gent Froquenz
die Amplitude gegen Null.
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P Harmonischer Oszillator
Getrieben und gedampft
- DGL
* LOosungsansatz
* Spektrum
(Resonanzkurven)
« Qualrtativ:

Phasenverschiebung
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HSD

€S

Getriebenen und gedampft
Differentialgleichung

‘ T

Relbung

Antrie

Newton RUckstellkraft

A

Hskraft
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HSD
L &sungsansatz

Fine Losung raten: |
r(t) = Ae™"

Ablertung bilden:

©(t) = jwA e

= jwx(t)
i(t) = —w?Ae™?
= —w?z(t)

Finsetzen In die Differentialgleichung:

o
P+ 200 + wiT = 0 gt
m
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HSD
L Osung
DGL: [
P+ 200 + wiT = 0 gt
m
cinsetzen: o
(—w® + w28 + wj) Ae™t = Eoem

Ohne Dampfung:

Fo

m - (wy — wi)

Algebraische Gleichung:

F, A=

A =

1
m wi — w? @25

Die Amplitude ist eine komplexe Zahl!
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HSD
L Osung

Vils 1
m wi — w? + w2

A =

* Der Betrag von A ist die
Amplitude der Schwingung.

* Die Phase tritt als

zusatzliche Phase in der
Schwingung auf.
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HSD
Wo sind die Resonanzkurven?

_ «— Komplex konjugiert
Fir komplexe Zahlen gitt: |A|* =A- A

— 4] ¢
|FO‘ 1 i
m |wi — w? + 20w

_ 5ol ! Lol

m \/(wg — w?)? + (20w)?
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HGD

Resonanzkurve
0 1
Verschiebung der Resonanzfrequenz ;
P \/ — w?)? 4 20w
4,5
T Schwache Dampfung
2
3 3
g
<
1,5
Starke Dampfung
0 T
0 0,5 1 1,5

Frequenz (normiert)

Prof. Dr. Alexander Braun // Physik far KIT //WS 2016 /2017



Hochschule Dusseldorf
University of Applied Sciences 2. Jaﬂual” 2017

HSD
Vereinfachungen

* In dieser Darstellung sind einige Dinge vereinfacht worden.
» Zur besseren Ubersicht sind die Phasen ignoriert worden.

» bigentlich steckt je eine In der Losung und eine in der
Antriebskraft.

* £s gibt auch e\n Einschwingyérnalten, die sogenannten
Iransienten.

A =\A| ¥
_ 5ol ! R
m |wi — w? + 20w
_ | Fo 1

ol

m\/(wg — w?)? + (20w)°
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Q
HSD | iteratur zum harmonischen
Oszillator

* R. Feynman:,, The Feynman [ectures on Physics™”, Addison-
Wesley (197/0)

* Lehrbuch fur Physiker
» Kapitel 21 - 25

» Sowohl anschaulich als auch anspruchsvall.
- U. Harten:,,Physik”, Springer (2007)

* Lehrbuch fur Ingenieure und Naturwissenschaftler.

» Einfachere Darstellung, eher Uberblick
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http://www.feynmanlectures.info/
http://www.feynmanlectures.info/docroot/I_21.html
http://www.feynmanlectures.info/docroot/I_25.html
http://link.springer.com/book/10.1007/978-3-540-89101-7
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Eine Funktion ist linear wenn —

flz) =

=f() =1
—3+4=f(3)+ f4

Belspiel dafur:
f(3+4)
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o
Linearitat des Differentialoperators

fla+b) = fla)+ f(b)

Die Ablertung ist eine lineare Operation:

S (F(0) +9(0) = < F(8) + gt

Daher konnen Losungen von
Differentialgleichungen addiert werden!

Und sind dann wieder Losungen.
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Addrtion der Losungen

HC‘D
Harmonischer Oszillator

.. d?
.. d2
L 6sung 2: To(t) = @2 +wizs =0

[6sung 3: #(t) = z1(t) + z2(?)

d? , d?
d2$+w0213—d2($1+£€2)+w0($1+$2)
2 2
d — 21 d X —|—w2x —|—w2x
| 7
VAT 9 4 U 9
— 5131 + Wod1 xQ =+ Wy L2

=3
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0 Addition der Lésungen

Getriebener Oszillator: Transienten

Sei xo LOsung zu: &g + 2040 4+ wizg = 0

Sei z, LOsungzu: &, + 20, + wix, = F,

Dann ist @& = &g + &a LOsung zu: & + 20@ + we = F,

. d? d
Beweis: & + 204 4 wiz = @(azo +x,) + 2(5&(5130 +x,) +wi(zo+x,) = F, +0=F,
| | |

Dle Schwingung xg Ist gedampft und verschwindet nach
einiger Zeit. Das Ist der cinschwingvorgang, die Bewegung
wird eine [ransiente genannt.
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P Addition der Lésungen

Getriebener Oszillator: zwel Antriebsfrequenzen

Gegeben seien zwel verschiedene Antriebskrafte mit
unterschiedlichen Antriebsfrequenzen:

Fa — FO,aezwat

F, = Fype™®"’

Sel z, LOsungzu: &, + 20k, + wix, = F,

Sei xp Ldsung zu: @y + 200 + wiT, =

Was ist dann mit einer Kraft /' = F,, + Fy, !
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Superpositionsprinzip

NatUrlich ist die Summe der Einzellbsungen
die Losung fUr die Summe der Krafte!

F=F+F — =I5+ Tp

d2

d2( xa+xb)+w8(xa+xb)

d
xa+aib)+25d (

— I, + 202, +w0xa + 2, + 202y +w3xb
= F,+F,=F

Das Ist das Superpositionsprinzip: Losungen von linearen
Gleichungssytemen kdénnen addiert werden und sind
dann wieder Losungen!
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HSD
Superposlition

Zwel Sinus-Schwingungen In Superposition

Schwingung |

* bin Beispiel fur
Superposition: Addition von
ZWel Sinus-Schwingungen.

— _

* Jede Schwingung hat eine
eigene Amplitude, Frequenz
und Phase.

* Die Superposition ist die
tatsachliche
Bewegungskurve.
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Sender A Sender B

Elektronen der Antenne = ’}

¢ T:jE

schwingfahiges System

;‘_ O
EE——

Empfanger
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HSD

Sender A

Sender B mplitude = gut zu héren

Kleine Anpplitude = nicht zu horen

W Wa w &
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o
Radio

- Jeder Sender hat seine eigene Sende- bzw. ,,Antriebs”-Frequenz

* Die Elektronen in der Antenne werden gleichzertig von allen eintreffenden
Radiowellen In Schwingungen versetzt.

» Zwel Krafte mit zwel Frequenzenw,und Wy,.

* Die Kraftamplituden sollen ungefahr gleich grofl3 sein.

» Jede Kraft einzeln sorgt fur unterschiedlich grof3e Schwingungsamplituden
(Sender einzeln angeschaltet).

* Aber auch in Summe kommt genau dieses Schwingungsverhalten heraus
(beide Sender gleichzertig an).

- Am Radio wird die Resonanzirequenz eingestellt.
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